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Виконано критеріальний аналіз імпульсного магнітного поля і електродинамічних сил, діючих на тонку циліндричну 
провідникову оболонку, що розташована всередині індуктора. Використано математичну модель першого наближен-
ня та  новий критерій подібності, визначено його значення для ефективного магнітно-імпульсного стиснення і роз-
ширення оболонки. 
 
Сделан критериальный анализ импульсного магнитного поля и электродинамических усилий, действующих на тон-
кую цилиндрическую проводящую оболочку, которая расположена внутри индуктора. Использованы математическая 
модель первого приближения и новый критерий подобия, определены его значения для эффективного магнитно-
импульсного сжатия и расширения оболочки. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
При магнитно-импульсной обработке металлов 
емкостный накопитель магнитно-импульсной уста-
новки разряжается на индуктор, внутри или снаружи 
которого находится цилиндрическая трубчатая заго-
товка (оболочка) из хорошо проводящего материала 
[1]. В результате взаимодействия импульсного маг-
нитного поля системы индуктор-заготовка и вихревых 
токов в заготовке возникают электродинамические 
усилия (ЭДУ), деформирующие заготовку. Полагаем, 
что заготовка расположена внутри индуктора. Длина 
системы индуктор-заготовка достаточно велика, а ме-
ждувитковые зазоры в индукторе относительно малы, 
поэтому магнитное поле в зазоре между индуктором и 
заготовкой, а также внутри заготовки считаем одно-
родным. Цилиндрическая оболочка является относи-
тельно тонкой, d<<R (d – толщина оболочки, R – внут-
ренний радиус, рис. 1) и выполнена из материала с 
постоянной удельной электропроводностью γ и абсо-
лютной магнитной проницаемостью μ.  
d
Rz
H t(0, )
H d t( , )
H tВ( )
i ( )tВ  
Рис. 1 
 
Среда, в которой находится оболочка, является 
непроводящей и немагнитной. Токами смещения пре-
небрегаем, а волну электромагнитного поля в мате-
риале оболочки, полагаем плоской. Координату z от-
считываем от наружной поверхности оболочки по на-
правлению нормали (рис. 1). Ограничимся рассмотре-
нием колебательного разряда емкостного накопителя 
магнитно-импульсной установки на индуктор, при 
котором напряженность магнитного поля на внешней 
поверхности оболочки H(0,t) изменяется по закону, 
близкому к экспоненциально затухающей синусоиде 
teHtH t ω= α− sin),0( 0 ,                      (1) 
где H0, α, ω – постоянные, t – время. 
Для анализа импульсного магнитного поля сис-
темы индуктор-заготовка и ЭДУ, действующих на 
заготовку, вначале определяют переходную функцию 
напряженности магнитного поля внутри заготовки 
H1(d,t), а затем с помощью интеграла Дюамеля – на-
пряженность поля внутри заготовки H(d,t) при любом 
законе изменения напряженности внешнего магнит-
ного поля [2-7]. ЭДУ характеризуют величиной [ ]),(),0(
2
)( 22 tdHtHtp −μ= ,                  (2) 
которую условно называют давлением магнитного 
поля [1, 3-7]. 
Для нахождения переходной функции H1(d,t) ис-
пользуют две модели импульсного электромагнитно-
го поля системы индуктор-заготовка: точную модель, 
основанную на решении краевой задачи для уравне-
ния параболического типа относительно напряженно-
сти магнитного поля внутри оболочки H(z,t), 0 ≤ z ≤ d 
[2-6]; приближенную модель, в основе которой лежит 
допущение о равномерном распределении тока по 
толщине оболочки [2, 3, 6] (в дальнейшем будем на-
зывать её моделью первого приближения).  
Несмотря на то, что для относительно тонких 
оболочек обе модели дают весьма близкие значения 
H1(d,t) [2, 3, 6], изменения давления магнитного поля 
в зависимости от электрофизических характеристик и 
размеров оболочки, а также параметров импульсов 
внешнего магнитного поля исследовали в основном с 
помощью точной модели [3, 5, 6]. Приближенную 
модель использовали для отдельных вариантов раз-
мерных исходных данных [7], однако критериальный 
анализ электромагнитного поля и ЭДУ с её помощью 
не проводился. Поскольку модель первого приближе-
ния значительно проще, следует ожидать и сущест-
венное упрощение подобного анализа, что важно при 
решении практических задач. В известных работах 
также недостаточно изучена зависимость от указан-
ных размеров, характеристик и параметров отрица-
тельных давлений магнитного поля, которые препят-
ствуют сжатию оболочки или даже могут при опре-
деленных условиях вызывать её расширение – при-
тяжение к внешнему индуктору [8]. 
Целью данной работы является исследование 
ЭДУ, действующих на цилиндрическую проводящую 
оболочку, которая расположена внутри индуктора, с 
помощью модели первого приближения и разработка 
практических рекомендаций для повышения эффек-
тивности технологических операций. 
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КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ ТОЧНОЙ И 
ПРИБЛИЖЕННОЙ МОДЕЛЕЙ 
Точная модель для нахождения переходной функ-
ции [2-6] состоит из уравнения параболического типа 
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где 1(t) – единичная функция; μ0 – магнитная постоян-
ная. 
Решение задачи (3)-(6) при z=d является переход-
ной функцией точной модели [2] 
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где xk – корни уравнения 
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Формулы (1), (7) и интеграл Дюамеля, результат 
применения которого имеется в работах [3-5], состав-
ляют точную модель импульсного магнитного поля 
рассматриваемой системы. Из девяти величин, харак-
теризующих это поле (H0, α, ω, t, μ, γ, μ0, d, R), можно 
составить пять критериев подобия [9, 5]: 
tt ω=∗ , ω
α=α∗ , 
R
ddR =∗ , Δ=
∗ dd , μr, 
где Δ – глубина проникновения электромагнитного 
поля [10],  
γωμ=Δ 0
2 . 
Критерий d* использовали в работе [11] при ис-
следовании поля в приближении установившегося 
режима (без учета начального условия (4), влияние 
которого было исследовано в работах [4, 5]). Известны 
и другие критерии подобия точной модели [3].  
Получим переходную функцию H1(d,t) модели 
первого приближения преобразованием точной моде-
ли. Из основного допущения первого приближения 
следует, что при 0≤z≤d 
0=∂
∂
z
E ,                                 (9) 
где E(z,t) – напряженность электрического поля. 
Поэтому после взятия ротора от обеих частей 
первого уравнения электромагнитного поля [10], учета 
принятых допущений и соотношения (9) получаем 
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Таким образом, модель первого приближения для 
нахождения переходной функции состоит из уравнения 
(10) и дополнительных условий (4) - (6). В математиче-
ское описание этой модели не входит величина μ, что 
не позволяет, в отличие от точной модели, учесть маг-
нитные свойства материала оболочки. 
Уравнению (10) удовлетворяет линейная функ-
ция координаты z 
z
d
tHtdHtHtzH ),0(),(),0(),( −+= , (11) 
соответствующая основному допущению первого при-
ближения. Для нахождения единственной неизвестной 
функции времени H(d,t) подставляем решение (11) в 
граничное условие (6) и получаем обыкновенное диф-
ференциальное уравнение первого порядка 
),0(1),(1),( tHtdH
dt
tddH
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Используя  в правой части (12) граничное усло-
вие (5), а также начальное условие (4) при z=d, полу-
чаем задачу Коши для уравнения (12), решение кото-
рой имеет вид 
⎟⎠
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ttdH exp1),(1 ,                    (13) 
где τ – постоянная времени первого приближения, 
2
0 Rdγμ=τ .                              (14) 
Сравним переходные функции точной и прибли-
женной моделей, используя методику [2]. Анализ рас-
четов показывает, что для относительно тонких оболо-
чек с небольшой погрешностью, существенной при 
весьма малых значениях t, в формуле (7) можно огра-
ничиться первым членом ряда. Для нахождения при-
ближенного значения первого корня упрощаем урав-
нение (8) с помощью соотношения tgx1≈x1 и получаем 
R
dx rμ≈ 21 .                             (15) 
Выполняя соответствующие упрощения форму-
лы (7), приходим к зависимостям (13), (14). Погреш-
ность формулы (15) для относительно тонких оболо-
чек не превосходит 7%, однако расхождения между 
переходными функциями при малых значениях t мо-
гут быть весьма большими [3, 6]. 
Используя интеграл Дюамеля с учетом дополни-
тельных условий (1), (4), получаем с помощью пере-
ходной функции (13) 
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Соответствующая зависимость, приведенная в 
работе [7], преобразуется в формулу (16). Формулы (1) 
и (16) составляют модель первого приближения им-
пульсного магнитного поля рассматриваемой системы. 
По сравнению с точной моделью число величин, 
характеризующих поле, уменьшилось на одну (μ), 
поэтому исключаем критерий μr. Таким образом, для 
модели первого приближения имеем четыре критерия 
подобия: t*, α*, d*R и d*. Однако из формул (1) и (16) 
можно выделить только три: t*, α* и  
2/* 0 Rdγωμ=ωτ=τ .                   (17) 
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Можно убедиться, что критерии τ*, d*R и d* связа-
ны соотношением 
*2** / Rdd=τ .                          (18) 
Если исходить из точной модели, то согласно (18) 
критерий τ* комплексно характеризует и затухание 
волн электромагнитного поля по толщине оболочки 
при μ= μ0 (проявление поверхностного эффекта), и от-
ражение их от внутренней границы оболочки с окру-
жающей средой [5]. С другой стороны, представляем 
)(),0(),( в tHtHtdH −= ,                   (19) 
где Hв(t) – напряженность магнитного поля внутри 
оболочки, обусловленного вихревыми токами iв(t) 
(рис. 1). 
Используя соотношение (19) для переходной 
функции, имеем 
)(1),( в11 tHtdH −= ,                     (20) 
где H1в(t) – переходная функция напряженности маг-
нитного поля Hв(t). 
Сопоставляя формулы (20), (7) и (13) можно най-
ти H1в(t). В частности, для приближенной модели 
)/exp()(в1 τ−= ttH .                    (21) 
Из выражений (13) и (21) следует, что вихревые 
токи в оболочке препятствуют проникновению маг-
нитного поля внутрь оболочки, причем тем сильнее и 
продолжительнее, чем больше τ, а следовательно, и τ*.  
На рис. 2 и 3 показаны соответственно кривые 
изменения напряженности проникшего внутрь обо-
лочки магнитного поля H(d,t) и давления p(t), полу-
ченные с помощью приближенной модели, при α*=0,2 
и таких значениях τ*: для кривых 1 - τ*=0,4; 2 – 0,9; 3 – 
1,6. Кривая 4 на рис. 2 соответствует зависимости (1), 
p0=μH20/2. Изменения H(d,t) и p(t) в зависимости от τ* 
полностью согласуются с физической интерпретацией 
этого критерия. 
 
Рис. 2 
 
C увеличением τ* происходит уменьшение ампли-
туды и увеличение длительности полуволны напря-
женности магнитного поля, проникшего внутрь обо-
лочки. При этом увеличивается также сдвиг фаз между 
максимальными значениями напряженностей магнит-
ного поля H(0,t) и H(d,t) (рис. 2). Импульсы давления 
магнитного поля p(t) состоят из положительных и от-
рицательных полуволн (рис. 3). Положительные полу-
волны импульсов p(t) вызывают сжатие оболочки, а 
отрицательные – расширение. Отмеченные выше осо-
бенности изменения H(d,t) приводят к соответствую-
щим изменениям полуволн импульсов давления, что 
необходимо учитывать при выполнении конкретных 
технологических операций. Например, увеличение τ* 
приводит к возрастанию амплитуд положительных по-
луволн p(t), а амплитуды отрицательных полуволн p(t) 
имеют максимальное значение при некотором значении 
τ*  (рис. 3). Эти и другие особенности изменения p(t) 
нам предстоит выяснить с помощью критериального 
анализа приближенной модели. 
 
Рис. 3 
 
КРИТЕРИАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ИМПУЛЬСНОГО 
МАГНИТНОГО ПОЛЯ И 
ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ УСИЛИЙ 
Для анализа импульсов магнитного поля и ЭДУ, 
действующих на оболочку, используем такие парамет-
ры, физический смысл которых следует из рис. 2, 3: 
H*(d,t*mi) - максимальное значение напряженности 
магнитного поля, проникшего внутрь оболочки; 
t*mi - момент времени, в который достигается значе-
ние H*(d,t*mi); 
ΨH - сдвиг фаз между максимальными значениями 
H(d,t) и H(0,t),  ( )** /1arctg α−=Ψ miH t ; 
p*m1, p*m2 - максимальные значения положительных и 
отрицательных давлений; 
t*m1 - момент времени, в который достигается значе-
ние p*m1; 
t*p1 , t*p2 – длительности соответственно первой и вто-
рой полуволны импульсов давления p*(t*). 
 Все величины, помеченные звездочками, яв-
ляются безразмерными и получены делением соот-
ветствующих размерных величин на базисные: 
0/ HHH =∗ , tt ω=∗ , 0/ ppp =∗ . 
Принято μ=μ0. 
В табл. 1 и 2 сделано сравнение расчетных значе-
ний параметров импульсов напряженности магнитного 
поля, приникшего внутрь оболочки, и импульсов дав-
ления магнитного поля, полученных в случае гранич-
ного условия (1) при α*=0,2 с помощью точной модели 
(столбцы 1, в расчетах участвовал А.С.Оганесян) и 
приближенной модели (столбцы 2). В верхних строках 
данных табл. 1 приведены значения H*(d,t*mi), в ниж-
них -  t*mi. В верхних строках данных табл. 2 приведе-
ны значения p*m1, в нижних - t*m1. Видим, что, несмотря 
на указанные выше различия переходных функций при 
малых t, для относительно тонких оболочек в весьма 
больших промежутках изменения критериев d*R, d* и 
соответственно τ* расхождения параметров импульсов 
H(d,t) и p(t), полученных с помощью точной и при-
ближенной моделей, не превышают нескольких про-
центов. Расчеты показали, что этот вывод справедлив и 
для других значений α*. Поэтому в дальнейшем ис-
пользуем модель первого приближения. 
Таблица 1 
d*=0,1 d*=0,2 d*=0,3 d*R τ* 1 2 τ* 1 2 τ* 1 2 
0,553 0,554 0,260 0,261 0,138 0,1390,01 1 2,14 2,13 4 2,70 2,68 9 2,93 2,86 
0,664 0,665 0,400 0,405 0,237 0,2400,02 0,5 1,86 1,85 2 2,45 2,42 4,5 2,76 2,72 
0,728 0,729 0,590 0,595 0,420 0,4280,05 0,2 1,60 1,58 0,8 2,07 2,03 1,8 2,43 2,38 
0,741 0,741 0,683 0,689 0,562 0,5740,1 0,1 1,49 1,48 0,4 1,81 1,77 0,9 2,15 2,08 
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Таблица 2 
d*=0,1 d*=0,2 d*=0,3 d*R τ* 1 2 τ* 1 2 τ* 1 2 
0,406 0,404 0,535 0,534 0,551 0,5500,01 1 1,16 1,15 4 1,34 1,34 9 1,37 1,36 
0,285 0,281 0,495 0,491 0,539 0,5380,02 0,5 1,00 0,98 2 1,28 1,27 4,5 1,35 1,34 
0,139 0,133 0,377 0,367 0,489 0,4810,05 0,2 0,79 0,78 0,8 1,12 1,10 1,8 1,27 1,26 
0,073 0,067 0,258 0,240 0,406 0,3870,1 0,1 0,70 0,68 0,4 0,95 0,93 0,9 1,15 1,13 
 
Для анализа изменений параметров импульсов 
напряженности и давления магнитного поля использу-
ем только два критерия подобия: τ* и α*. Зависимости 
параметров импульсов давления p*m1, p*m2, t*p1 , t*p2 и 
напряженности магнитного поля H*(d,t*mi), t*mi от кри-
терия подобия τ* при различных значениях α* показа-
ны на рис. 4-8. Для кривых 1, 5 - α*=0,1, 2, 6 – 0,2, 3, 7 
– 0,3, 4, 8 – 0,4. Амплитуда положительной полуволны 
импульса давления p*m1 с ростом τ* увеличивается и 
достигает области практически неизменного значения 
при τ*≥6 (рис. 4, кривые 1-4). При этом амплитуда от-
рицательной полуволны импульса давления p*m2 при 
τ*=τ*0 достигает максимума, вблизи которого зависи-
мость p*m2 от τ* является весьма пологой (рис. 4, кри-
вые 5-8). Длительность положительной полуволны 
давления p(t) увеличивается с ростом τ* и при τ*>10 
стремится к величине t*p1=π (рис. 5), а отрицательной - 
уменьшается и стремится к нулю (рис. 6). Наблюдае-
мые изменения основных параметров импульсов дав-
ления вполне соответствуют изменениям напряженно-
сти магнитного поля внутри оболочки (рис. 2, 3, 7, 8). 
При малых значениях τ* магнитное поле хорошо про-
никает внутрь оболочки, сдвиг фаз ΨH - небольшой, 
поэтому амплитуды p*m1 и p*m2 невелики. С ростом τ* 
значения H*(d,t*mi) уменьшаются (рис. 7), но возраста-
ет величина ΨH из-за увеличения t*mi (рис. 8), что при-
водит к увеличению как положительных, так и отри-
цательных давлений (рис. 2, 3). При больших значени-
ях τ* магнитное поле практически не проникает 
внутрь оболочки (рис. 7), следствием чего являются 
преобладание положительных давлений и, несмотря 
на большие значения ΨH, очень малые отрицательные 
давления. Описанные особенности изменения элек-
тромагнитного поля и ЭДУ характерны для широкого 
диапазона изменения критерия α* (рис. 4 - 8). Естест-
венно, что значения α* влияют на амплитудные и вре-
менные параметры импульсов напряженности и дав-
ления магнитного поля. При этом с ростом α* умень-
шаются значения H*(d,t*mi), p*m1, p*m2 (рис. 4, 7), дли-
тельность положительной полуволны p(t) уменьшает-
ся (рис. 5), а отрицательной – возрастает (рис. 6).  
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
1. Качественный анализ влияния частоты им-
пульсного магнитного поля и удельной электропро-
водности материала на изменения p(t) с использова-
нием величины ΨH был сделан в работе [8]. При этом 
указывалось на существование значения частоты им-
пульса напряженности внешнего поля (предположи-
тельно вида (1)), при котором отрицательные давле-
ния максимальны, но это значение не было определе-
но. В этом анализе не учитывалось влияние основных 
размеров оболочки d и R.  
2. В выполненном нами критериальном анализе 
импульсного магнитного поля и ЭДУ комплексно уч-
тено влияние не только γ и ω, но и размеров оболочки, 
а также коэффициента α. Для данной оболочки с ха-
рактеристиками γ, d, R выбираем такие значения τ*, 
при которых её магнитно-импульсное сжатие или рас-
ширение наиболее эффективны. Для сжатия оболочки 
(операции типа “обжим” [1]) рекомендуем τ*≥6, для 
расширения с помощью внешнего индуктора (опера-
ции типа "раздача" [1]) – 8,0*0* ≅τ=τ . Расчеты показали 
несущественную зависимость τ*0 от α* [0,1÷0,4]: 
82,077,0 *0 ≤τ≤ , 
причем значения τ*0 возрастают с уменьшением α*. В 
случае использования точной модели от рекомендуе-
мых значений критерия τ* с помощью формулы (18) 
можно перейти к соответствующим значениям крите-
рия d*. Например, величине τ*0 соответствует  
**
0 8,0 Rdd ≅ . 
3. Круговую частоту импульса внешнего маг-
нитного поля, необходимую для выполнения техно-
логических операций, находим по выбранному значе-
нию τ*, используя формулу (17). Например, в частном 
случае "раздачи" с помощью внешнего индуктора 
получаем  ( )Rdγμ≅ω 00 /6,1 . 
4. При ατ<1 напряженность проникшего внутрь 
оболочки магнитного поля является знакопеременной 
функцией (рис. 2). В случае ατ=1, как следует из фор-
мулы (16), H(d,t)≥0. Более детально результаты ис-
следования влияния ατ будут изложены отдельно. 
 
 
Рис. 4 
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